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Замыкание в операторной области 
Э. Л. ПЕКАРЕВ 
Пусть § — сепарабельное гильбертово пространство, — сово-
купность всех линейных ограниченных операторов, действующих в §>, = 
=8Й+ (§ ) — подмножество состоящее из неотрицательных операторов. 
По аналогии со скалярным случаем операторным сегментом [0,7?], где 
назовем множество, определяемое равенством 
[О, Л] = {Х£Я\О ёХшЩ, 
а совокупность его крайних точек обозначим через ех [О, Я]. 
В настоящей заметке рассматривается топология множества 9J=ran R1/2, 
в которой система замкнутых подпространств есть {ran Z1 / 2 |Z£ex [О, JR]}. 
Охарактеризован класс {ур§} областей значений операторов, принадлежащих 
счетно-нормированному идеалу Шэттена ур Описана структура 
замкнутых операторов, определенных на областях из {ур§} 
Напомним, что если i f ( c § ) — операторная область (то есть область зна-
чений оператора из SS), то свертка R^ оператора (§>) на S£ — это 
оператор 
(1) Rse = R1/2PMR112, 
где Рм — ортопроектор на подпространство M=(R~1I2£C)~. Описание мно-
жества ех [О, iJ] и свойств свертки можно найти в статьях [3, 8] и цитиро-
ванной в них литературе. В частности, отметим используемое в дальнейшем 
равенство 
(2) ех [О, Я] = — операторная область из гап2?1/2}. 
Через ^ ( § 1 , §2) обозначается совокупность всех линейных замкнутых 
операторов, действующих из в и при Ь \ = Ь г = Ь полагается # ( § ) = 
Ь). 
Поступило 5-ого ноября 1989. 
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1. Пусть и 91=ran 7?1'2. Согласно [9] на 91 можно определить 
новую норму | | - | | ' так, чтобы 9Г=(91, || • ||') являлось гильбертовым прос-
транством и для исходной нормы || • || выполнялось соотношение 
(3) 11/11 s l l / l l ' ( У Д Я ) . 
Обратно, если на некотором линеале 9ícr Sj определена такая норма || • 
что 91'=(91, || • ||') — гильбертово пространство и справедливо (3), то, следуя 
[1], рассмотрим инъекцию S: 9Г—§ 
sf = f (v/еэд) . 
и ее сопряженный оператор S+: § — SR'. Положив R—SS+, так что O^RsI, 
получим: 
ran R1'2 = ran (SS+У'2 = ran S = 9?. 
При этом из равенства (Ru, v)=(S+u, S+v) (и, v€§>) легко вытекает представ-
ление 
(4) ( / , * ) ' = (R-1"/, R-1/2g) ( V / , * € « ) , 
где (однозначный) оператор R~1/2 действует из 91 в 9í~. 
Ясно, что оператор R£ [О, /] , ran R}12 = 9i, условием (4) определяется 
единственным образом. Этот оператор назовем метрическим для гильбертова 
пространства 9Г=(91, || • ||'). Очевидно, множество Ji(4i) = {R^3ß+\ran Ä1/2 = 9i} 
выпукло, exJ^(9V}=0. 
Из теоремы о замкнутом графике следует, что если на 91 заданы две 
нормы || • 1Г( = 11 • II) и II • II"( = 11 • II), относительно которых 9Í становится гиль-
бертовым пространством, то эти нормы эквивалентны. Значит, для любого 
множества J5?c9t его замыкания в пространствах 9Г=(9?, || • ||') и 9Г '= 
=(9Í , || • ||") совпадают; это замыкание обозначается через 
О п р е д е л е н и е . 91-замыканием множества JS?(C:9Í) в 9Í называется мно-
жество 
Отметим простейшие свойства 9?-замыкания линеалов JS?C9Í [7]: 
1) [JS?]* 2) = <=• с 9Í; 
3) = 9i => = se-. 
Легко видеть, что если ran R112=91, то оператор Ry2 взаимно 
однозначно и непрерывно отображает 9t~ на 91', и, следовательно, 
(5) = R1I2(R~1/2SC)~. 
Кроме того, ясно, что линеал jSfcSR является операторной областью в § 
точно тогда, когда 3? — операторная область в 9t'. ] 
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Л е м м а 1 ([7]). Если и ran R1/2='H, то для любой операторной 
области .SfczSR справедливо равенство ran 
Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает непосредственно из (1) и (5): 
ran R%2 = ran (R1/2 Рм R1/2)1/2 = ran R1I2PM = R1'2^-1'2^)- = [¿?]я. 
З а м е ч а н и е . Из (1) и (5) вытекает, очевидно, что 7 ? ^ = / ^ , хотя как 
было отмечено в [6, 8], вообще говоря R s ^ R s - . 
С л е д с т в и е . Если R — метрический оператор для 9?', то для любой.опе-
раторной области jSfciSR ее ортогональное дополнение в 9?' совпадает 
с ran ( R - R z f 1 2 . 
Действительно, считая без ограничения общности J S P р а с с м о т р и м 
вытекающие из (1) представления 
Rx = R^PR1'2, R—R3, = R1/2QR1/2, 
где P и Q — ортопроекторы на (R~1,2i£)~ и 9l~ Q(R~1I2£C)~ соответственно. 
Обозначив 5Ш=гап (7?—R#)1/2; получим, очевидно, что 
= 5R, 
и если g€9Jl, то f=R1/2Pu, g=R1/zQv при некоторых u,v£4R~, так что 
( / , g)' = (R~1,2f, R~1/2g) = ( A , Qv) = 0. 
Пусть R — метрический оператор для гильбертова пространства 91'= 
=0R> II • П 0» удовлетворяющего условию (3), и i f — операторная область из SR. 
Если JS?'=(J5?, || • ||') является гильбертовым пространством, то есть <£ 
то его метрический оператор обозначим через Х(ЛС'); совокупность всех таких 
метрических операторов обозначим через {Х(Л(")\£?=[£Р]Я}). 
Т е о р е м а 1. 9-(ЧК)=ех[0, R], 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно (2), ех[0 , 7?] состоит из сверток оператора 
R на всевозможные операторные области 91, так что ввиду замечания 
к лемме 1 имеем: 
ех[0, R] = {7^|J5?= № . 
С другой стороны, если Х=Х(£?')— метрический оператор для 3?' 
=[<?]*), то 
(Х-1'2/, X~V2g) = (R~V2f, R-^g) (V/, g ^ ) . 
Значит, для любых u,v££?~, 
(и,v) = (R-V2 X1 '2и, R~1,2Xll2v), 
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и оператор <o=R-ll2X1,2(£&8) изометрически отображает Sf~-^R~1I2£C, а 
aj(§©JS?)= {0}. Поэтому Р=со<о* — ортопроектор на подпространство R~ll2Sf 
и, следовательно, 
X = R-^aco* R1'2 = R1/2PR1/2 = 
Доказательство законечно. 
С л е д с т в и е 1. Если Ry и R2— метрические операторы для гильбертовых 
пространств 9?i и ЧЯ'2 соответственно, причем R^R2, то ^(SR^cr^XSR^) 
тогда и только тогда, когда 
(6) ran (R2 - RJ'2 П ran R\12 = {0}. 
В самом деле, в силу доказанной теоремы нужно убедиться, что ех [О, J?Jcz 
(zex[0, JRJ точно тогда, когда имеет место равенство (6). Но согласно [3, 8] 
выполнение (6) равносильно тому, что R^ex [О, а это в свою очередь 
эквивалентно включению ех [О, i?Jcrex [О, (см. [8], замечание к тео-
реме 3.2). 
С л е д с т в и е 2. В условиях следствия 1, 9J' является подпространством 
Э?2 точно тогдаТ когда выполняется равенство (6). 
З а м е ч а н и е . Если 9t=rani?1 / 2 , то 
ех([0,Д]П./ /(9?)) = {R}. 
Действительно, считая без ограничения общности, что 91_ = § , получим 
представление 
[О, R) П ,//(91) = (J RV2[5I, I] R1'2, 
в силу которого для каждого оператора R1,2K0R1/2£ex ([О, J ? ] D ^ ( 9 l ) ) 
( 5 0 I ^ K 0 ^ I ) имеет место включение ^Г0£ех [¿7,/] (0<<5 =<50). Но согласно [8] 
(формула (3.8)) 
ех[51,1] = {К£@+\К = (l-8)P+ST, Р* = Р2 = Р), 
откуда легко вытекает, что П ех [<5/, / ] = {/}. Таким образом, ех ([О, i?] П 
0<iS0 
П ^ ( 9 1 ) ) с { Л } ; противоположное включение очевидно. 
Воспользуемся еще одной характеристикой операторной области, приве-
денной в [9]: Линеал 5R является операторной областью тогда и только тогда, 
когда существует последовательность {Ц,}пё0 взаимно ортогональных под-
пространства § и убывающая числовая последовательность 0*п10) 
такие, что 
(7) И = { 2 2 (Мп1 Ш ? < nsO пёО 
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В этом случае, если R= 2 fnQa> гДе Q„ — ортопроектор на О в (и^О), то 
ЛШО 
ran R^ 2 =9Í . 
Рассмотрим две последовательности ортопроекторов { / • „ } „ и {<2„}nS() 
такие, что P¡P}=0, Q¡Qj=0 (i^j) и положим 
( 8 ) L= 2%РЯ, R= 2nlQm, neo ns0 
где числовые последовательности {¿„}„з0 и {/i„}„^0 монотонно убывая стрем-
ятся к нулю. Обозначив S£=ran L1/2, 91=ran R1/2 заметим [2], что если L^R, 
то Secz4R. 
Т е о р е м а 2. Пусть операторы L и R из (8) — метрические для гильбер-
товых пространств и 91" соответственног причем L^R. Тогда ££" — 
подпространство 91" точно в том случаег если существует последовательность 
ортопроекторов {7ty}yS0 удовлетворяющая условиям 
ran Ttj с 9i~ (J & 0), TíjTik = O ( j k), 
(9) 
щPkQi^jQk = tfQiPjQk (Uj, k s 0), 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим сперва, что — подпространство 91". 
Тогда, ввиду теоремы 1 и ее следствий, если Ша^С и [2R]^=9JÍ, то L m = 
= R m . В частности, при (j=0) получаем: 
(Ю) LWj = RWj = Ri;2njR1/2, 
где в соответствии с (1) пj — ортопроектор на подпространство i? -1 '29JlfC9l~. 
Покажем, что последовательность {7tj}jg0 удовлетворяет условиям (9). Дейст-
вительно, из (8) и (1) вытекает, что 
LWj = AjPj, Lwj+яяц = X2Pj + Á2Pk (k 
так что согласно (10) 
(11) X)Pj = R^Tij R1/2, Щ + ЦРк = R1'2 (uj + 7tk) R1/z (k * j). 
Но поскольку [ 9 J í j - + = 9 Л 7 - + 9 J í t и ran (7r7+7r t)c9í_ , то л,-+nk — орто-
проектор, а это возможно только если %¡%k—0 ( j ^ k ) . Наконец, домножив 
обе части первого из равенств (11) слева на Q¿ и справа на Qk , получим с уче-
том (8), что 
XjQiPjQk = HiPkQiKjQk (i,J, k i? 0). 
Таким образом, выполнены все условия (9). 
Обратно, из (9) вытекают равенства 
QiLQk = WkQiPQk (i, km 0), 
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где Р— 2 iij — ортопроектор, P9)(z4R . Отсюда, учитывая включения ran L c 
J'SO 
c j 5 P c 9 l ~ = r a n 2 Qi' л е г к о получить равенство L=RS, означающее, что 
¡SO 
J5f' — подпространство 91". 
З а м е ч а н и е . Вообще говоря, не всякий оператор 9?) представим 
в виде (8). Однако, если 9? — область значений некоророго вполне непрерыв-
ного оператора, то R также вполне непрерывен и, следовательно, допускает 
представление (8), причем dim (и=0). Ясно, что тогда для любого 
оператора L£[0 , i?] справедливо разложение (8), где d i m i ^ ö ^ 0 0 (л=0) . 
2. Напомним [9], что линеал 9 J c § является операторной областью тогда 
и только тогда, когда существует оператор (§) с областью определе-
ния 5(Г)=9?. Введем гильбертово пространство (9?, j | - | | r) , где 
11/111 = И/Г + ЮТ (/6SR). 
и обозначим через R(T) соответствующий метрический оператор. 
Если ,9(Г)~ то рассматривая оператор Г как элемент множества 
<ё(Э(Т)~, 5), обозначим его сопряженный через 9(Г)~)), а абсол-
ютную величину — через |Г |= (7"Т) 1 / 2 [7]. 
Л е м м а 2. Если и 9(Г)=9J , wo 
(12) |Г| = ( / - К(Г))1/2 Я(Г)-1 '2 , R(T) = (I+T*T)~lIn. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку (/ ,#€91) 
- ( / , ¿г) + (Г/, Tg) = (R(T)-^f, R(T)~1/2g), 
то 
( 7 / 7 » = ( ( / - В Д ) 1 / ^ ) - 1 / * / , (/— R(T))1/2R(T)~1/2g), 
и первое из равенств (12) справедливо, так как (I—R(T))1I2R(T)~112 —само-
сопряженный неотрицательный оператор в 9 i - . Справедливость второго ра-
венства столь же очевидна. 
С л е д с т в и е 1. Ji(?l) = {R(T)\T£'#(§)), Э(Т)=Щ. 
С л е д с т в и е 2. Если Т—самосопряженный неотрицательный оператор 
в то 
T=(I-R(T))1'2R(T)-1I2, R(T) = (I+T2)-1.) 
С л е д с т в и е 3. Если и ran Г* с 9 (Г), mo ЦТ) = 9(Т)~ и Т ог-
раничен. 
Действительно, в этом случае согласно (12) ( R = R ( T ) ) 
( I-RУ' 2ЧЯ- = ran Т* с 91 = R 1 ' 2 ^ - , 
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так что ( / — Я ) и , следовательно, = что и требовалось до-
казать. 
З а м е ч а н и е . По существу, предыдущее утверждение, вполне элементар-
ное,, было отмечено ранее в [5]. 
Рассмотрим оператор Т ^ в ( § ) с областью определения 3(Г)=9? и про-
извольный линеал Л?с:У{. Ясно, что сужение Т\£?— замыкаемый оператор, 
Т\[£?]% — его замыкание и, значит, точно тогда, когда £?=[Л?]Я. 
Отметим, что согласно теореме 1 для любой 91-замкнутой операторной об-
ласти Л? соответствующий метрический оператор Я ( Т \ У ) содержится во мно-
жестве ех [О, Я]. Значит, в силу (2) и (1) справедливо равенство 
(13) Я(Т\2>) = Я(Т)я. 
Из (12) и (13) вытекает, что 
(14) \ Т 1 \ = ( 1 - Я ^ Я ^ \ Я ? = ( 1 + Т ^ у Ч ? , 
где положено Я=Я(Т), ТХ = Т\Л£, |7^|—абсолютная величина оператора Тх 
как элемента §>). 
Очевидно, если (£>), то из (12) вытекает, что Т и 7? имеют общие 
инвариантные подпространства. В случае самосопряженного спра-
ведливо следующее утверждение. 
Т е о р е м а 3. Пусть Т— самосопряженный неотрицательный оператор в 
3(Г) = 91, а 9?) — %-замкнутая операторная область. Тогда подпростран-
ство ¡£~ инвариантно относительно Т и оператор ТХ = Т\£С самосопряжен 
в ¡£~ точно в том случаег если инвариантно относительно Я=Я(Т) 
(Rgc.Se). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, точно тогда, когда подпростран-
ство инвариантно относительно Я, и так как Я^=Я 1 / 2 РЯ 1 / 2 , 
где Р — ортопроектор на ф, то 
Я^/ = Я^РЯ1!2/^ я/ 
Отсюда на основании первых равенств в (12') и (14) заключаем, что если ЛС 
инвариантно относительно Я, то 
77=1711/ - г " ' * « ^ * ' 
Остается заметить, что самосопряжен в !£~ и Л? = 3(Т)Г) 
Обратно, пусть ¡£~ инвариантно относительно Т и Тх самосопряжен в 
Обозначив =гап Ях, получим ввиду второго равенства в (14), что 
(1+Т2)£?0 = (1+Тх)ЛС0 = £Р~. 
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Следовательно, в силу второго равенства в (12), R££<^RS£~cz<£ , и так как 
i ? " П 9?=.5?-Г) 9 ( 7 ) = i ? , то R£Ccz£C, что и требовалось доказать. 
З а м е ч а н и е . Если в условиях теоремы то легко привести пример 
плотной в § 9?-замкнутой операторной области ¿?(с9?) , не инвариантной 
относительно R; именно i ?= / í 1 / 2 (§©{e}) , где е^Ш. 
3. Рассмотрим множество операторных областей гильбертова простран-
ства определяемое следующим образом: 
{yb} = m* = ™*A,A£y}, 
где у — некоторый двусторонний идеал в 33. Отметим, что если ran А=гап В, 
где A£y,B£ÓS, то согласно [2] В=АС при некотором С^Зд и, следовательно, 
В£у. В частности, если R£[0,1] и 9? = ran 7?1/2, то 9í€{yp§} точно тогда, 
когда R1/2£yp (1 Отсюда вытекает, что если 9í£{yp§} то 
и любая операторная область j£?(c9i) принадлежит {ур§}. Очевидно также, 
что включение 9?б{ур§} (1 равносильно существованию представления 
(7), в котором 
dim ' 00 (п & 0), 2 Рп dim С„ < 
л £ 0 
Выбрав в § ортонормированную систему векторов е = {е„}^=0 и невозрасгаю-
щую последовательность положительных чисел М = (соё°°), определим 
операторную область 9? (г, М ) равенством 
{со со (Y 2 "I 
л = 0 л = 0 h n ' 
Ясно, что Ще, М)£ {}>«,§}, причем 91 (г, М)€{у р §} (1^р<<*,) тогда и 
только тогда, когда М={рп}„^0£/Р (если о « » , то при п>су полагаем ц п =0) . 
Из предыдущих рассуждений легко вытекает следующая 
Л е м м а 3. Для того чтобы 9t£{yp§) (1 =/><<»), необходимо чтобы для 
любой и достаточно, чтобы для какой-либо ортонормированной системы s e 91 
существовала невозрастающая последовательность неотрицательных чисел 
Мб fp такая, что 9? = 9í(e, М). 
З а м е ч а н и е . Непосредственно из определения (15) видно, что если М= 
= К Г = 0 и Л = {А„}~=0, т о Я(е, Л)с9?(е, М ) точно тогда, когда ~ • 
В часности, равенство 9J (е, М)=9? (е, А) имеет место точно в том случае, 
если Л„Жр„ (то есть {¿„ц'1} и {Я~1/хп}^=0 
Т е о р е м а 4. Пусть Т— самосопряженный неотрицательный оператор в | j 
с областью определения 9 (Г) и Кег Т= {0}. Тогда 9(Г)€{у р §} (1 
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в том и только том случае, если В(Т) = ЧЯ(е, М), где е={е„}~=0 — ортонор-
мированный базис пространства §>, состоящий из собственных векторов опе-
ратора Т, причем соответствующие собственные числа tn (и=0) таковыг что 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Действительно, если 9(Г)б{ур§}, Кег Г={0}, то опе-
ратор R=R(T) представим в виде (8), где 
"20.= I dim Qn = 1 ( / i s 0), Ы « о 6 / Р . ПШО 
Если e„€Qn§>, ||е„|| = 1 (п ^0 ) , то ввиду теоремы 3 Ten = t„e„ (п SO), причем 
согласно (12) ц„=(1 + (я=0) . Обратное утверждение также очевидно. 
С л е д с т в и е 1. ЕслиТ~Т*^0, Кег7]={0} и Tie„ = tiinen ( /=1 ,2 ; л^О); 
где {en}nS0 — ортонормированный базис в {(1 + '-,„) ~1/2 К т о 3(Г1) = Э(Г2) 
тогда и только тогда, когда tln^t2„. 
С л е д с т в и е 2. £сли Гс^(¡5) и 9(Т)в{ур §}, то существуют такие ор-
тонормированные системы {<?„}"= о и { g „ } " = 0 (а>^<=°), полные в пространст-
вах &(Т)~ и (ran Т)~ = ran Т соответственно, что Ten = t„g„ (Оёиёсо) , при-
чем {(1+0~1/2}ПЁо^Р-
В самом деле, поскольку 9( |Г |)=9(Т') , то применив доказанную тео-
рему к оператору |Г | в пространстве 9 ( Т ) ~ , найдем полную в 9(Т)~ орто-
нормированную систему векторов £ = {е„}®=0 (со ё <=•=), для которой \T\en = t„en 
(0«и^со) , {(1 +0 _ 1 / 2 }„ io€^p . Если же T—U\T\ — полярное представление 
оператора Т, то положив gn = Uen получим: 
Те„ = tngn (0 S B S со). 
При этом согласно (15) 
CO О 
НТ) = { 2 «.е„| 2 О + 'n)kl2 - -} 11=0 п = 0 
и, следовательно, 
г:> со 
ran Г = { 2 1 2 (1 + 'п2) 1«п12 < - } • 
п = 0 п = 0 
В силу последнего равенства, очевидно, (ran Г)~=гап Т. 
З а м е ч а н и е . Поскольку операторная область класса {уте £)} не содержит 
замкнутых бесконечномерных подпространств [9] (Теорема 2.5), то при 
dim Э(7т)~ = °о в условиях предыдующего следствия ran Тфд(Т). Однако, 
если Э ( Г ) = 9 1 ф ® , где ^ { у « , ^ } , © = § © 9 ! , а Г ^ с © и 7Х5 = {0}, то, 
очевидно, имеет место включение ran Г с 9 ( Г ) (ср. [5], пример 3.1). 
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